
第 8 章  向量代数与空间解析几何 

【学习目标】 

 理解空间直角坐标系的概念，掌握两点间距离公式，理解向量的概念及

其坐标表示式，会求向量的模、方向余弦及单位向量 
 会用向量坐标进行向量的线性运算、数量积与向量积运算，会求两向量

的夹角，掌握两向量平行、垂直的充要条件 
 掌握平面的方程与直线的方程，会用简单的条件求平面与直线的方程，理

解平面与平面、直线与直线、平面与直线的关系，会求点到平面的距离 
 了解空间曲面、曲线及其方程的概念，知道空间曲线的一般方程及参数

方程，会求简单的空间曲线在坐标面上的投影 
 
在初等数学中我们学过了平面解析几何，在平面解析几何中，通过坐标法将

平面上的点与有序的二元数组一一对应，将平面几何图形与二元方程一一对应，

从而可以用代数方法研究平面几何图形的问题．与此类似，对于空间几何图形，

可以建立空间直角坐标系，使空间的点与三元数组对应起来，从而使空间几何图

形与三元方程一一对应起来，即用代数方法研究空间几何图形问题． 
本章先建立空间直角坐标系，介绍向量及其基本运算，然后以向量知识为基

础，介绍空间几何图形——平面、直线、曲面和曲线的方程及其相关知识． 

8.1  向量及其线性运算 

8.1.1  空间直角坐标系 
自空间一定点 O，作三条两两垂直的数轴 xO 、 yO 、 zO ，通常把 xO 轴和 yO 轴

配置在水平面上，而 zO 轴与水平面垂直．各轴正向按右手法则确定，即以右手握

住 z 轴，当右手的四个手指从 x 轴正向以
π
2
角度转向 y 轴正向时，大拇指的指向就

是 z 轴正向．这就构成了一个空间直角坐标系O xyz− ，如图 8-1 所示．称O 点为

坐标原点，数轴 xO 、 yO 、 zO 为坐标轴，简称 x 轴（横轴）、 y 轴（纵轴）、z 轴（竖

轴）．任意两条坐标轴所确定的平面统称为坐标平面，它们是 xOy 面、yOz 面、zOx

面，三个坐标平面将空间分成八个部分，每一部分称为一个卦限，如图 8-2 所示． 
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 图 8-1 图 8-2 

在空间直角坐标系中，平面上的点与有序实数组一一对应，以下讨论在空间

直角坐标系O xyz− 中，空间中的点与有序实数组之间的对应关系． 
设 M 为空间中的一点，过点 M 分别作垂直于坐标轴的平面，它们与 x 轴、 y

轴、 z 轴分别交于点 P 、Q 、R ．点 P 、Q 、R 叫做点 M 在 x 轴、 y 轴、 z 轴上

的投影，如图 8-3 所示，设 P 、Q 、 R 在相应坐标轴上的坐标依次为 x 、 y 、 z ，
这样，空间中的一个点 M 唯一确定了一个有序实数组 ( , , )x y z ． 

 
图 8-3 

反之，任意给定一个有序实数组 ( , , )x y z ，可以在坐标轴上确定与它们相对应

的点 P、Q、R，即过这三点分别作垂直于 x 轴、y 轴、z 轴的平面，这 3 个平面必

然交于空间一点 M ．这样一个有序实数组 ( , , )x y z 唯一地确定了空间中的一个点

M ．由此可见，空间中的一点 M 与有序实数组 ( , , )x y z 建立了一一对应关系，这

一数组称为点 M 的坐标，x、y、z 分别称为点 M 的横坐标、纵坐标和竖坐标，这

时点 M 记作 ( , , )M x y z ． 
特殊地，坐标原点O 的坐标为 (0,0,0)， x 轴上点的坐标为 ( ,0,0)x ， y 轴上点

的坐标为 (0, ,0)y ，z 轴上点的坐标为 (0,0, )z ．xOy 坐标平面上点的坐标为 ( , ,0)x y ，

yOz 坐标平面上点的坐标为 (0, , )y z ， zOx 坐标平面上点的坐标为 ( ,0, )x z ． 
接下来我们推导空间两点的距离公式．设 1 1 1 1( , , )M x y z 、 2 2 2 2( , , )M x y z 为空间
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中的两点，过点 1M , 2M 分别作垂直于 x 轴、y 轴、z 轴的平面，这 6 个平面构成一

个长方体，如图 8-4 所示， 1 2M M 为该长方体对角线的长． 

 
图 8-4 

由长方体对角线计算公式知 
2 2 2

1 2 1 2M M M P PN NM= + +  

由于 

1 2 1M P x x= − ， 2 1PN y y= − ， 2 2 1NM z z= −  
所以点 1M , 2M 间的距离为 

2 2 2
1 2 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )M M x x y y z z= − + − + −  

特殊的，点 M 到原点O 的距离为 
2 2 2OM x y z= + +  

例 8.1  求点 (1, 1, 2)M − 到 x 轴的距离． 
解  设 (1, 1,2)M − 在 x 轴的投影为 P ，则点 P 的坐标为 (1,0,0)P ，且线段 MP 的

长就是点 M 到 x 轴的距离，于是 
2 2 2(1 1) ( 1 0) (2 0) 5MP = − + − − + − = ． 

8.1.2  向量的概念及其线性运算 

1．向量的概念 
在日常生活中，我们常会遇到这样两种不同类型的量，一类是数量，如时间、

长度、体积等，它们是只有大小的量；另一类是向量（又称矢量），如速度、加速

度、位移、力等，它们不仅有大小还有方向． 
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几何上，常用一条有方向的线段，即有向线段来表示向量．有向线段的长度

表示向量的大小，有向线段的方向表示向量的方向．向量常记为 F
ur

, a
r

, b
r

, c
r
…或

F , a , b , c …．起点为 A 、终点为 B 的有向线段所表示的向量常记为 AB
uuur

，如图

8-5．起点为O 、终点为 M 的向量OM
uuuur

称为点 M 对于起点O 的向径，常用 r 表示，

如图 8-6．于是，空间每一点 M ，对应一个向径OM
uuuur

；反之，每一个向径OM
uuuur

，

对应着空间中一个确定的点 M ． 
 

 
 
 
 
 
 
 

 图 8-5 图 8-6 

表示向量 a 的大小的数称为向量的模（或向量的长度），记为 | |a ．模等于零

的向量称为零向量，记为 0 或 0
r
．零向量的方向可以看作是任意的，它表示空间中

一点．模等于 1 的向量称为单位向量． 
当两个向量 a 和 b 的方向相同、模相等时，称它们为相等的向量，记为 =a b ，

如果向量只取决于大小和方向，与起点位置无关，称这样的向量为自由向量．于

是，任意一个向量经过平移后与原向量相等．本书除特别指明外，都是指自由向

量．当两个向量 a 和 b 的方向相同或相反时，称向量 a 与 b 平行，记为 a b� ．由

于平行的向量经平移后，可放在同一条直线上，所以平行向量又称为共线向量．与

向量 a 大小相等，方向相反的向量，称为向量 a 的负向量，记作 −a ． 
将两个非零向量 a 与 b 平移，使它们的起点重合，它们所在射线的夹角

θ (0 π)θ≤ ≤ ，如图 8-7 所示，称为向量 a 与 b 的夹角，记作 ( , )
∧

a b ．当
π( , )
2

∧
=a b

时，称向量 a 与 b 垂直，记作 ⊥a b ．  

 
图 8-7 

x 

O y 

z 

M 

r
a 

B（终点） 

A（起点） 
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特别地，因为零向量的方向可以是任意的，所以可认为零向量与任意向量平

行，零向量与任意向量垂直，并且，当 a 与 b 中有一个是零向量时，规定它们的夹

角可以在 [0,π] 中任意取值． 

2．向量的线性运算 
向量的加、减法，数与向量的乘法统称为向量的线性运算． 
设有两个不平行的非零向量 a 和 b ，空间中任取一点O ，作OA =

uuur
a , OB =
uuur

b ，

以 OA , OB 为邻边作平行四边形 OACB ，则向量 OC
uuur

称作向量 a 与 b 的和，记作

+a b ，如图 8-8 所示，这种方法称为向量加法的平行四边形法则． 
由图 8-8 知，向量OC =

uuur
+a b ，所以向量 a 和 b 的加法也可规定如下：将向量

b 平移，使 b 的起点与 a 的终点重合，则以 a 的起点为起点，b 的终点为终点的向

量便是 a 与 b 的和，如图 8-9 所示．这种方法叫做向量加法的三角形法则．当向量

a 与 b 平行时，三角形法则也适用． 
 
 
 
 
 
 

 图 8-8 图 8-9 

设非零向量 a 和 b ，定义向量 a 与 −b 的和 ( )+ −a b 为 a 与 b 的差，记作

−a b． −a b可按图 8-10 的方法作出．即将向量 a 与 b 的起点重合，以 b 的终点为

起点，以 a 的终点为终点的向量，为 a 与 b 的差 −a b． 
 
 
 
 
 

 

图 8-10 

实数λ 与向量 a 的乘积称为向量 a 的数乘运算，记作λa ．λa 是一个平行于 a
的向量，它的模是向量 a 的模的 λ 倍，即 

λ λa = a  

它的方向：当 0λ > 时，λa 与 a 的方向相同；当 0λ < 时，λa 与 a 的方向相反；

当 0λ = 时，λa 为零向量，方向任意． 
若 a 是任意非零向量， 0a 表示与 a 同向的单位向量，则由向量的数乘运算知

b 

a

a+b

B

b

a A

a+b 

O 

C 

a+b 

b

a
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0a = a a ，于是 0 aa =
a
． 

一般地，向量的加法，数乘有以下运算性质： 
（1）交换律 + = +a b b a ； 
（2）结合律 ( + ) + = +( + )a b c a b c ， 
            ( ) = ( )λ μ λμa a   （ λ ,μ 是实数）； 
（3）分配律 ( ) =+λ μ λ μa a + a   （ λ ,μ 是实数）； 
            ( ) =λ λ λ+a b a + b   （ λ 是实数）． 

由数与向量的乘法，可得下面的定理． 
定理 8.1  向量 b 与非零向量 a 平行的充要条件是存在唯一的实数 λ ，使 

= λb a ． 
证  充分性是显然的，下面证明必要性． 

设 b a� ，当 b 与 a 同方向时，取λ
b

=
a
；当 b 与 a 反方向时，取λ −

b
=

a
，则 

= =λ λ =
b

a a a b
a

， 

因此 
= λb a  

再证数 λ 的唯一性．设另有数 μ 使 = μb a ，则 
= =λ μ− − 0a a b b ，即 ( ) =λ μ− 0a ． 

因 ≠ 0a ，故 0λ μ− = ，即 λ μ= ． 

8.1.3  向量的坐标表示式 

1．向径的坐标表示式 
在空间直角坐标系O xyz− 中，分别在 x 轴、 y 轴、 z 轴上有一个与坐标轴同

向的单位向量 i , j , k ，称它们为直角坐标系O xyz− 的基本单位向量．如图 8-11 所

示，设向径OM
uuuur

的终点 M 的坐标为 ( , , )x y z ，过点 M 分别作垂直于坐标轴的平面，

它们在 x 轴、 y 轴、 z 轴上的交点分别为 P , Q , R ，其坐标分别为 ( 0 0)x，， , (0, ,0)y , 
(0,0, )z ，于是 

OP x=
uuur

i ，OQ PN y= =
uuur uuur

j ，OR NM z= =
uuur uuuur

k ， 

由向量的加法知 
OM
uuuur

= OP PN NM+ +
uuur uuur uuuur

= x + y + zi j k ， 

即 
OM x + y + z=
uuuur

i j k ． 
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图 8-11 

上式称为向径OM
uuuur

的基本单位向量的分解表示式，其中 xi , yj , zk 称为向径

OM
uuuur

在 x 轴、 y 轴、 z 轴上的分向量， x , y , z 称为向径OM
uuuur

在 x 轴、 y 轴、 z 轴

上的投影，并称这个有序的数组 ( , , )x y z 为向径OM
uuuur

的坐标，记作 

( , , )=
uuuur
OM x y z ， 

上式称为向径OM
uuuur

的坐标表示式．显然向径OM
uuuur

与它的三个坐标是一一对应

的，因此它的基本单位向量的分解表示式及坐标表示式是唯一的． 
向径OM

uuuur
的模 OM

uuuur
表示点O , M 间的距离，即 

2 2 2x y zOM = + +
uuuur

， 

向径 OM
uuuur

的方向可由 OM
uuuur

与三个坐标轴不超过 π 的夹角唯一确定．称向径

OM
uuuur

与 x 轴、 y 轴、 z 轴的夹角 , ,α β γ 为向径OM
uuuur

的方向角（ 0 , , πα β γ≤ ≤ ），

称 cos a , cos β , cosγ 为向径OM
uuuur

的方向余弦．由图 8-11 知， ORMΔ 为直角三角形，

于是 

2 2 2
cos z z

OM x y z
γ = =

+ +
uuuur  

同理得 

2 2 2
cos xa

x y z
=

+ +
，

2 2 2
cos y

x y z
β =

+ +
 

且 
2 2 2cos cos cos 1.a β γ+ + =  

2．向量的坐标表示式 
设任一向量 1 2M M

uuuuuur
的起点、终点分别为 1 1 1 1( , , )M x y z , 2 2 2 2( , , )M x y z ，点 1M 、 2M

O 

(0,0, )z  
 

( ,0,0)x  

( , , )M x y z  

N 

i 

β j  

k  γ
z 

α  
(0, ,0)y  

R  

Q

P  

z 

x 

y
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对应的向径分别为 1OM
uuuuur

, 2OM
uuuuur

，如图 8-12，则 

1 1 1 1OM x + y + z=
uuuuur

i j k ， 

2 2 2 2OM x + y + z=
uuuuur

i j k ， 

 
图 8-12 

从而 

1 2 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )M M OM OM x x + y y + z z= − = − − −
uuuuuur uuuuur uuuuur

i j k ． 

上式称为任意向量 1 2M M
uuuuuur

的基本单位向量的分解表示式，其中 2 1( )x x− i , 

2 1( )y y− j , 2 1( )z z− k 称为向量 1 2M M
uuuuuur

在 x 轴、 y 轴、 z 轴上的分向量，三个数

2 1x x− , 2 1y y− , 2 1z z− 称为向量 1 2M M
uuuuuur

在 x 轴、 y 轴、 z 轴上的投影，并称这个有

序的数组 2 1 2 1 2 1( , , )x x y y z z− − − 为向量 1 2M M
uuuuuur

的坐标，记作 

1 2 2 1 2 1 2 1( )= − − −
uuuuuur

， ，M M x x y y z z ． 

上式称为向量 1 2M M
uuuuuur

的坐标表示式． 

由于任意向量可平移成向径，设向量 1 2M M
uuuuuur

平移后为向径OM
uuuur

，于是 

1 2 2 1 2 1 2 1( )= = − − −
uuuur uuuuuur

， ，OM M M x x y y z z ． 
且 M 点的坐标为 2 1 2 1 2 1( )M x x y y z z− − −， ， ，于是 

2 2 2
1 2 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )M M OM x x y y z z= = − + − + −

uuuuuur uuuur
 

上式即为两点间的距离公式． 
若向量 1 2M M

uuuuuur
与 x 轴、 y 轴、z 轴的夹角分别为 , ,α β γ ，则它们分别等于向径

OM
uuuur

与 x 轴、 y 轴、 z 轴的夹角，于是有 

2 1
2 2 2

2 1 2 1 2 1

cos
( ) ( ) ( )

−
=

− + − + −

x x

x x y y z z
α ， 

2 1
2 2 2

2 1 2 1 2 1

cos
( ) ( ) ( )

y y

x x y y z z
β

−
=

− + − + −
， 
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2 1
2 2 2

2 1 2 1 2 1

cos
( ) ( ) ( )

z z

x x y y z z
γ

−
=

− + − + −
． 

且             2 2 2cos cos cos 1a β γ+ + = ． 

3．向量的和差与向量的数乘的坐标表示式 
设向量 a , b 的坐标表示式分别为 

 ( , , )= x y za a aa ， ( , , )= x y zb b bb  

则其基本单位向量的分解表示式为 
 x y z x y za + a +a b +b +b= =，a i j k b i j k  

设 λ 为任意实数，由向量的加法和数乘运算法则知 
 ( ) ( )x y z x y za +a + a b +b +b± = ±a b i j k i j k  

 ( ) ( ) ( )x x y y z za b a b a b= ± + ± + ±i j k  
 ( )x y za + a + aλ λ=a i j k  
 x y za + a + aλ λ λ= i j k  

即坐标表示式为 
 ( , , )± = ± ± ±x x y y z za b a b a ba b ， 

( , , )= x y za a aλ λ λ λa ． 

若 0a 表示与 a 同向的单位向量，则由 0 =
aa
a
和 2 2 2

x y za a a= + +a 得 

0

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, , (cos ,cos ,cos )

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠

yx z

x y z x y z x y z

aa a

a a a a a a a a a
α β γa ． 

其中 cos ,cos ,cosα β γ 为向量 a 的方向余弦． 

例 8.2  设向量a 与各坐标轴成相等的锐角， 2 3=a ，求向量a 的坐标表示式． 

解  由已知条件可设向量 a 与 x 轴、 y 轴、 z 轴的夹角都为θ ，其中θ 为锐

角，则 
2 2 2cos cos cos 1θ θ θ+ + =  

由θ 是锐角知 3cos
3

θ = ，
π
6

θ =  

于是 cos 2x θ= ⋅ =a a  
同理 2y z= =a a  

所以向量 a 的坐标表示式为 (2,2,2)a = ． 

例 8.3  已知点 1(1, 0, 1)M − 和 2 (2, 2, 0)M ，求向量 1 2M M
uuuuuur

的模、方向余弦、

方向角及与 1 2M M
uuuuuur

方向相同的单位向量 

解  向量 1 2M M
uuuuuur

的坐标表示式为  1 2 (1, 2,1)=
uuuuuur
M M  
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于是  

 2 2 2
1 2 1 ( 2) 1 2M M = + + =

uuuuuur
 

方向余弦为  

   1 2 1cos cos cos
2 2 2

α β γ= = =， ，  

方向角为  

 π π π
3 4 3

α β γ= = =， ，  

与 1 2M M
uuuuuur

方向相同的单位向量为  1 2

1 2

1 2 1= ,
2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

uuuuuur

uuuuuur= ，
M M
M M

e ． 

由定理 8.1 知，向量 ( , , )= x y zb b bb 与非零向量 ( , , )= x y za a aa 平行的充分必要条

件是存在唯一的实数 λ ，使 = λb a ，即 
( , , ) ( , , )=x y z x y zb b b a a aλ λ λ                   （8.1） 

或写成 
yx z

x y z

bb b
a a a

λ= = =                        （8.2） 

若 , ,x y za a a 中某一个或某两个数为零，则（8.2）式只是（8.1）式书写的简洁

形式，应理解为相应的分子也为零．例如，
0
yx z

x z

bb b
a a

= = 理解为 0yb = ， x z

x z

b b
a a

= ． 

例 8.4  已知 ( , , 1) (0, , )= − =2 ， -2λ μa b ，问λ μ， 为何值时 a b� ? 

解  由 a b� 得
2 1

0 2
λ

μ
−

= =
−

，即 0 1λ μ= =，  

所以当 0 1λ μ= =， 时 a b� ． 

练习题 8.1 

1．在空间直角坐标系O xyz− 中画出点 (0,0,1) (2,1,0 ) (1,2,3)， ，A B C ． 

2．写出点 (2, 1,1)− 关于坐标原点O 、 x 轴、及 xOy 面对称的点的坐标． 

3．求点 (1,2, 1)−A 和 (0, 1, 2)− −B 间的距离． 

4．在 y 轴上求与点 (1, 3,7)−A 和 (5,7, 5)−B 等距离的点． 

5．求点 (1, 3,5)− 到 x 轴的距离 d ． 

6．设 2= − +a i j k , 3= − + −b i j k ，求 2 3−a b ． 

7．给定点 (2,1,1)A , (1,3,0)B ，求 AB
uuur

的模、方向余弦及与 AB
uuur

方向相同的单位

向量． 
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8.2  向量的乘法运算 

8.2.1  向量的数量积 
数量积是从物理、力学问题中抽象出来的一个数学概念．例如，有一个物体

在常力 F 的作用下沿直线运动，产生了位移 s ．实验证明，力 F 所做的功为 
cosW θ= F s ， 

其中θ 是力 F 与位移 s的夹角，如图 8-13．上式的右边可以看成两个向量进

行某种运算的结果，这种运算就是两个向量的数量积． 
 
 
 
 
 

图 8-13 

定义  设 a ，b 是两个向量，它们的模及夹角的余弦的乘积称为向量 a 与 b 的

数量积（又称点积或内积），记作 ⋅a b ，即 

cos ( , )
∧

⋅ =a b a b a b                   （8.3） 

于是力 F 所作的功W 可简记为 
W = ⋅F s  

当 ，a b 都不是零向量时，数 cos ( , )
∧

a a b 称为向量 a 在 b 上的投影，如图 8-14，
记作 Pr jba ，即 

Pr j cos ( , )
∧ ⋅

= =b
a ba a a b

b
 

 
图 8-14 

同样，数 cos ( , )
∧

b a b 称为向量 b 在 a 上的投影，记作 Pr jab ，即 

Pr j cos ( , )
∧ ⋅

= =a
a bb b a b
a

 

θ 
s 

F 
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因此（1）式又能写成 
Pr Prj j⋅ = b aa b b a = a b  

由数量积定义可得以下运算性质： 
（1） 2⋅ =a a a ； 

（2） 0⋅ =0a ，其中 0 是零向量； 
（3）交换律 ⋅ = ⋅a b b a ； 
（4）结合律 ( ) ( )λ λ⋅ = ⋅a b a b ，其中λ 是实数； 
（5）分配律 ( )+ ⋅ = ⋅ + ⋅a b c a c b c ． 
对于基本单位向量 , ,i j k ，有 1⋅ ⋅ ⋅i i = j j = k k = 和 0⋅ = ⋅ = ⋅ =i j j k k i ，于是

对于向量 , x y z x y za a a b b b= + + = + +a i j k b i j k ，我们有向量数量积的坐标表示式：         
( ) ( ) ( )x y z x y z x x y y z za a a b b b a b a b a b⋅ + + ⋅ + + = + +a b = i j k i j k   

并且      
2 2 2 2 2 2

cos ( , ) x x y y z z

x y z x y z

a b a b a b

a a a b b b

∧ + +⋅
= =

+ + + +

a ba b
a b

 

由数量积的定义可知， 0⋅ =a b 的充分必要条件是 0=a 或 0=b 或
π( , )
2

∧
=a b ，

这也是 ⊥a b 的充分必要条件．因此我们有下述定理． 
定理 8.2  向量 a 与 b 垂直的充分必要条件是 0⋅ =a b 或 0x x y y z za b a b a b+ + = ． 
例 8.5  设向量 ( 1,0,1), (2,1,1)= − =a b ，求 ⋅a b ， Pr jba ． 
解   ( 1) 2 0 1 1 1 1⋅ = − × + × + × = −a b  

因为  2 2 22 1 1 6= + + =b  

所以   
6Pr j

6
⋅

= = −b
a ba
a

． 

例 8.6  向量 ( 1,1,0), (0,1, 1)= − = −a b ，求 cos ( , )
∧

a b 与 2= −c a b 的模． 
解  因为  ( 1) 0 +1 1 0 ( 1) = 1⋅ = − × × + × −a b ， 

     2 2 2 2 2 2( 1) 1 0 2 0 1 ( 1) 2= − + + = + + − == ，a b  

所以   
1 1cos ( , )

22 2

∧ ⋅
= = =

×
a ba b
a b

 

又因为 2 (2 ) (2 ) = 4 4= ⋅ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅c c c a b a b a a a b b b  
2 24 4 cos ( , )

∧
= − ⋅ ⋅ +a a b a b b  

14 2 4 2 2 2
2

= × − × × × +  

6=  
所以 2= −c a b 的模为 6=c ． 



 

 13 

第8

章  

向
量
代
数
与
空
间
解
析
几
何 

8.2.2  向量的向量积 

为了说明向量积的概念，先看一个例子．设O 为一杠杆的支点，有一力 F 作

用于杠杆的点 A 处，由力学知，力 F 对支点O 的力矩是一个向量 M ，它的模为 
sinOP OA θ= =

uuur uuur
M F F ， 

其中θ 是力 F 与OA
uuur

的夹角，如图 8-15 所示， sinOP OA θ=
uuur uuur

是力臂．力矩 M

的方向是这样规定的： M 同时垂直于 F 和OA
uuur

，且OA
uuur

, F , M 构成右手系，即当

右手的四个手指指向OA
uuur

的方向，握拳转向 F 时，大拇指所指的方向为力矩 M 的

方向． 

 
图 8-15 

由此可见，力矩 M 完全由向量OA
uuur

和力 F 这两个向量所确定，数学称由两个

已知向量按上述方法确定的向量为两个已知向量的向量积． 
定义 8.1  两个向量 a 和 b 的向量积（又称叉积或外积）是一个向量，记作

×a b．它按下列方式来确定： 

（1）模 sin ( , )
∧

× =a b a b a b ； 
（2）方向 ,× ⊥ × ⊥a b a a b b ，即 ×a b 垂直于 a 与 b 所确定的平面，且 a , b , 

×a b 构成右手系，如图 8-16 所示． 

 
图 8-16 
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依照定义 8.1，力矩 M 可表示成 
OA= ×
uuur

M F  
几何上，向量积的模 ×a b 表示以 a 和 b 为邻边的平行四边形的面积，如图 8-17

所示． 

 
图 8-17 

由向量积定义可得其运算性质： 
（1） ,× ×0 0 = 0a a = a ； 
（2） × = − ×b a a b ； 
（3）结合律  ( ) = ( ) ( )λ λ λ× × = ×a b a b a b ，其中λ 是实数； 
（4）分配律  ( )+ × = × + ×a b c a c b c ． 

特别地，对于基本单位向量 , ,i j k ，有
× = × = ×⎧

⎨ × = × = × =⎩

0i i j j k k = ,
i j k, j k i, k i j,

于是对于

向量 x y z x y za + a + a b +b +b= =，a i j k b i j k ，我们有向量积的坐标表示式： 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
x y z x y z

y z z y x z z x x y y x

a +a +a b +b +b

a b a b a b a b a b a b

× = ×

= − − − + −

a b i j k i j k

       i j k
 

为了便于记忆，将 ×a b 表示成三阶行列式的形式，即 

x y z

x y z

a a a
b b b

× =
i j k

a b  

计算 ×a b 时，可将三阶行列式按第一行展开． 

又由向量积的坐标表示式知， × = 0a b 的充分必要条件是
yx z

x y z

aa a
b b b

= = ，这也

是 a b� 的充要条件，即 

yx z

x y z

⇔ × ⇔ = =
aa aa b a b = 0

b b b
� ． 

例 8.7  设 (0,1,1), (1,0,1)= =a b ，求 ×a b 及 ×b a ． 

解 
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1 1 0 1 0 1
0 1 1

0 1 1 1 1 0
1 0 1

× = = − + = − + −
− −

−

i j k
a b i j k i j k  

× = − × = − +b a a b i j k ． 
例 8.8  已知 ABCΔ 的顶点是 (1,1,1) (0,1,0) (1,2,3)， ，A B C ，求 ABCΔ 的面积． 

解  由向量积定义知， ABCΔ 的面积为 
1 1sin
2 2ABCS AB AC A AB ACΔ = ⋅ ⋅ ∠ = ×
uuur uuur uuur uuur

 

因为 { }1,0, 1= − −
uuur
AB ， { }0,1, 2=

uuur
AC  

所以 1 0 1 2
0 1 2

AB AC× = − − = − + −
uuur uuur

i j k
i j k  

2 2 21 1 1( 1) (2) ( 1) 6
2 2 2ABCS AB ACΔ = × = − + + − =
uuur uuur

． 

练习题 8.2 

1． (3, 2,1)= −a , ( , 4,5)= −pb ，已知 ⊥a b ，求 ×a b ． 

2． 0⋅ ≠a b ， 2 5+a b 与 −a b 垂直， 2 3+a b 与 5−a b 垂直，求 ( , )
∧

a b ． 

3．非零向量 , ,a b c 不共线，试证 + + = 0a b c 的充要条件是 × = × = ×a b b c c a ． 

4．
π4, 2, ( , )
3

∧
= = =a b a b ，求 2 3−a b ． 

5．已知 4 , 2 2= + − = − +a i j k b i j k ，求 , ,Pr j⋅ × aa b a b b． 

8.3  平面与直线 

本节以向量知识为基础建立平面方程与空间直线方程，然后利用平面方程、

直线方程研究平面、直线有关的问题． 

8.3.1  平面的方程 

1．平面的点法式方程 
由中学的立体几何知道，过空间一点作与已知直线垂直的平面是唯一的，即

平面上一点和垂直于该平面的一个非零向量确定这个平面的位置，由此我们建立

平面方程． 
定义 8.2  与平面垂直的非零向量称为该平面的法向量． 
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显然，一个平面的法向量有无穷多个，法向量与平面上任意向量垂直．通常

用 ( , , )= A B Cn , 1 1 1 1( , , )= A B Cn 等来表示法向量． 
设平面通过一定点 0 0 0 0( , , )=M x y z ，向量 ( , , )= ≠ 0A B Cn 为它的一个法向量，

如图 8-18， ( , , )=M x y z 是平面上任意一点，则 0M M =
uuuuuur

0 0 0( , , )− − −x x y y z z 在平面

上，故 0M M⊥
uuuuuur

n ，于是由向量垂直的充要条件知 

0 0M M⋅ =
uuuuuur

n  

 
 
 
 
 
 

 

图 8-18 

即 
0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z− + − + − =              （8.4） 

称方程（8.4）为平面的点法式方程． 
例 8.9  求过点 0 (1, 1,2)M − ，且与平面 π： 3 1 0x y z+ − + = 平行的平面． 

解  因为所求平面与平面 π具有相同的法向量，于是可取平面的法向量为 
{ }3,1, 1= −n  

由（8.4）式得平面的点法式方程   
3( 1) 1( 1) ( 2) 0x y z− + + − − = ． 

即 
3 0x y z+ − = ． 

例 8.10  求过三点 1(0,1,1)M , 2 (1,2,3)M , 3 ( 2,0,3)−M 的平面方程． 

解  因为 1 2 1 3(1,1,2), ( 2, 1,2)= = − −
uuuuuur uuuuuur
M M M M  

由向量积的定义知，向量积 1 2 1 3M M M M×
uuuuuur uuuuuur

与向量 1 2M M
uuuuuur

及 1 3M M
uuuuuur

都垂直 

故可选它为平面的一个法向量 

1 2 1 3 1 1 2 4 6
2 1 2

M M M M= × = = − +
− −

uuuuuur uuuuuur
i j k

n i j k  

故所求平面方程为 
4( 0) 6( 1) ( 1) 0x y z− − − + − = ， 

即 
4 6 5 0x y z− + + = ． 

M0 

n 

M 
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z 

y 

x 

O 

a 

b

c 

图 8-19 

2．平面的一般式方程 
平面的点法式方程（8.4）可变成三元一次方程 0Ax By Cz D+ + + = 的形式．反

之，对于任意的三元一次方程 
0Ax By Cz D+ + + =                       （8.5） 

设 0 0 0, ,x y z 为该方程的一组解，则有 

0 0 0 0Ax By Cz D+ + + =                      （8.6） 

由方程（8.5）减去等式（8.6），得方程 
0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z− + − + − =                （8.7） 

方程（8.7）与方程（8.5）同解，所表示的几何图形相同． 
又方程（8.7）与平面的点法式方程（8.4）一样，故方程（8.5）表示一个以

( , , )= A B Cn 为法向量的平面，并称方程（8.5）为平面的一般式方程． 
特别地，对平面的一般式方程 0Ax By Cz D+ + + = ，有 

（1）当 0D = 时，平面通过坐标原点； 
（2）当 0A = 时，法向量 (0, , )= B Cn 垂直于 x 轴，即平面平行于 x 轴； 
同理， 0B = 或 0C = 时，平面平行于 y 轴或平面平行于 z 轴； 

（3）当 0A D= = 时，平面过坐标原点且平行于 x 轴，即平面通过 x 轴； 
（4）当 0A B= = 时，平面同时平行于 x 轴、 y 轴，即平面平行于面 xOy （或

垂直于 z 轴）； 
同理， 0A C= = 或 0B C= = 时，则平面平行于面 zOx 或平行于面 yOz（垂直

于 y 轴或垂直于 x 轴）； 

（5）当 0A B D= = = 时，方程即

为 0z = ，平面过原点且平行于面 xOy ，

即平面为 xOy 坐标面； 
同理， 0x = 或 0y = 分别表示 yOz

坐标面或 zOx 坐标面． 
3．平面的截距式方程 
设平面在 x 轴, y 轴, z 轴上的交点

分别为 ( , 0, 0)P a , (0, , 0)Q b , (0, 0, )R c  
( 0)abc ≠ ，如图 8-19，称 , ,a b c 为平

面在 x 轴, y 轴, z 轴上的截距，利用平面

的一般式方程，可得平面方程为 

1x y z
a b c

+ + =                       （8.8） 

称方程（8.8）为平面的截距式方程． 
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8.3.2  直线的方程 

1．直线的点向式方程及参数方程 
由立体几何知，过空间中一点作与已知直线平行的直线是唯一的，即直线上

一点及与直线平行的某一向量确定这个直线的位置，由此我们建立直线方程． 
定义 8.3  与直线平行的非零向量，称为直线的方向向量． 

显然，一条直线的方向向量有无穷多个，且它们之间相互平行，方向向量与直

线上的任意向量平行．通常用 ( , , )= m n ps , 1 1 1 1( , , )= m n ps 等来表示方向向量． 
设直线过一定点 0 0 0 0( , , )M x y z ，向量 ( , , )= m n ps 为它的一个方向向量，如图

8-20， ( , , )M x y z 是直线上任意一点，则 0M M =
uuuuuur

{ }0 0 0, ,x x y y z z− − − 在直线上，故

0M M
uuuuuur

s� ，于是由向量平行的充要条件知 

0 0 0x x y y z z
m n p
− − −

= =                        （8.9） 

称方程（8.9）为直线的点向式方程（又称对称式方程）． 
 
 
 

 
 
 

图 8-20 

如果引入变量 t ，令 0 0 0x x y y z z
t

m n p
− − −

= = = ，则有 

0

0

0

x x mt
y y nt
z z pt

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

                           （8.10） 

称方程组（8.10）为直线的参数式方程， t 为参数． 

注意：（1）由直线的点向式方程，容易得到直线的方向向量和通过的一点． 
（2）由直线的参数式方程，根据不同的参数值，可确定直线上不同的点． 
2．直线的一般式方程 
由 于 空 间 直 线 可 看 作 某 两 个 平 面 的 交 线 ， 故 两 个 相 交 平 面

1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = 与 2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = 确定一条直线，其方程为 

1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩

                    （8.11） 

其中系数 1 1 1, ,A B C 与 2 2 2, ,A B C 不成比例． 

称方程组（8.11）为直线的一般式方程． 

● 

M

s 

l

● 

M
0 
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注意：直线的点向式方程与一般式方程可以相互转化，将点向式方程中的两

个等式联立，可得直线的一般式方程，从直线的一般式方程中只要确定直线的方

向向量和直线上的一点，就能将一般式方程转化成点向式方程． 

例 8.11  将直线 l 的一般方程
3 2 1 0
2 2 0
x y z
x y z
− + + =⎧

⎨ + − − =⎩
化为点向式方程和参数方程． 

解  解法一：先在直线 l 上找一点 0 0 0 0( , , )M x y z ，取 0 0x = ，将 0 0 0(0, , )M y z 代

入直线 l 的一般方程得
0 0

0 0

2 1 0
2 0

y z
y z
− + + =⎧

⎨ − − =⎩
，解出 0 1y = − , 0 3z = − ． 

则点 (0, 1, 3)− − 在直线 l 上． 
又因为直线 l 与两平面的法向量 1 2(3, 2,1), (2,1, 1)= − = −n n 垂直，故可取直线 l

的方向向量为 

1 2 3 2 1 5 7
2 1 1

= × = − = + +
−

i j k
s n n i j k  

所以，所求直线 l 的点向式方程为
1 3

1 5 7
x y z+ +

= = ． 

解法二：从所给方程组
3 2 1 0
2 2 0
x y z
x y z
− + + =⎧

⎨ + − − =⎩
中分别消去变量 y , z ，得 

7 3 0x z− − = 和 5 1 0x y− − =  

上两式可变形为 3
7

zx +
= 和

1
5

yx +
= ． 

于是直线 l 的点向式方程为
1 3

1 5 7
x y z+ +

= = ． 

由此可得出参数方程为 1 5
3 7

x t
y t
z t

=⎧
⎪ = − +⎨
⎪ = − +⎩

（t 为参数）． 

8.3.3  平面方程与直线方程的应用 

1．平面与平面的位置关系 
设平面 1π , 2π 的方程分别为 1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = , 2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = ，

它们的法向量分别为 1 1 1 1 2 2 2 2( , , ), ( , , )= =A B C A B Cn n ，则 

（1） 1 1 1
1 2 1 2

2 2 2

π π A B C
A B C

⇔ ⇔ = =n n� � ； 

（2） 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2π π 0A A B B C C⊥ ⇔ ⊥ ⇔ + + =n n ；  
（3）若平面 1π 与 2π 斜交（两个非重合的平面既不平行又不垂直，称为两个

平面斜交），如图 8-21 所示，设它们的法向量 1n 与 2n 的夹角为 1θ ，则两平面 1π 与
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2π 的夹角θ 为 1θ 或补角 1π θ− 中的锐角，于是 

1 2
1

1 2

cos cosθ θ
⋅

= =
n n
n n

 

 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

A A B B C C

A B C A B C

+ +
=

+ + + +
． 

 
 
 
 
 
 

 

图 8-21 

例 8.12  求平面 1π : 2 1 0x y z+ − − = 和 2π : 2 2 0x y z− − − = 的夹角． 

解  由两平面夹角公式得 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 ( 1) ( 2) ( 1) 1cos
21 1 ( 2) 2 ( 1) ( 1)

θ
× + × − + − × −

= =
+ + − ⋅ + − + −

 

所以，两平面夹角
π
3

θ = ． 

2．直线与直线的位置关系 

设两直线 1L , 2L 的方程为别为 1 1 1

1 1 1

x x y y z z
m n p
− − −

= = , 2 2 2

2 2 2

x x y y z z
m n p
− − −

= = ，

它们的方向向量分别为 1 1 1 1( , , )= m n ps , 2 2 2 2( , , )= m n ps ，则 

（1） 1 1 1
1 2 1 2

2 2 2

m n p
L L

m n p
⇔ ⇔ = =s s� � ； 

（2） 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 0L L m m n n p p⊥ ⇔ ⊥ ⇔ + + =s s ； 
（3）若直线 1L 与 2L 斜交，设它们的夹角为θ ，则θ 为它们的方向向量 1s 与 2s

的夹角 1θ 或补角 1π θ− 中的一个锐角，即 

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

cos cos
m m n n p p

m n p m n p
θ θ

⋅ + +
= = =

+ + + +

s s
s s

． 

例 8.13  已知两直线方程分别为 1
1 2 1:

1 1 3
x y zL − − +

= =
−

, 2
1 2:

3 1 1
+ −

= =
−

x y zL ，

求 1L 与 2L 间的夹角θ ． 
解  直线 1L , 2L 的方向向量分别为 1 (1, 1,3)= −s , 2 (3,1, 1)= −s  

2π

1π

1n  

2n

θ

1θ
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由两直线夹角公式知，
2 2 2 2 2 2

1 3 ( 1) 1 3 ( 1) 1cos
111 0 3 3 1 ( 1)

θ
× + − × + × −

= =
+ + + + −

 

所以 1L 与 2L 间的夹角
1arc cos
11

=θ ． 

3．直线与平面的位置关系 

设直线 L ，平面 π的方程分别为 0 0 0x x y y z z
m n p
− − −

= = ， 0Ax By Cz D+ + + = ．  

它们的方向向量和法向量分别为 ( , , ), ( , , )= =m n p A B Cs n ，则 
（1） π 0⇔ ⊥ ⇔ + + =L Am Bn Cps n� ； 

（2） π⊥ ⇔ ⇔ = =
A B CL
m n p

s n� ； 

（3）若直线 L 与平面 π斜交，直线 L 与平面 π的夹角为直线 L 与它在平面 π上

的投影直线 l 的夹角
π0
2

⎛ ⎞< <⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ ϕ ．设θ为直线 L 的方向向量 s 与平面法向量 n 的

夹角，如图 8-22，则 

sin cosϕ θ
⋅

= =
⋅

n s
n s

 

2 2 2 2 2 2

+ +
=

+ + + +

Am Bn Cp

A B C m n p
． 

 
图 8-22 

例 8.14  求 过 点 ( 1, 2,1)M − 且 平 行 于 两 平 面 1π : 5 3 1 0x y z− + − = , 

2π : 3 2 1 0x y z− + − = 的直线 L 的方程． 
解  因为平面 1π , 2π 的法向量分别为 { } { }1 25, 3,3 , 3, 2,1= − = −n n ，且 1πL � , 

2πL �  

所以可取直线 L 的方向向量为 
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1p
 

π

d

θ

0p

n

1 2 5 3 3 3 4
3 2 1

= × = − = + −
−

i j k
s n n i j k  

于是所求直线 L 的方程为
1 2 1

3 4 1
x y z+ − −

= =
−

． 

4．点到平面的距离公式 
设平面 π的方程为 

0Ax By Cz D+ + + =  
点 0 0 0 0( , , )P x y z 是平面外的一点，如图 8-23，在平面 π上任取一点 1 1 1 1( , , )P x y z ，

则向量 

1 0 0 1 0 1 0 1{ }= − − −
uuuuur

, ,P P x x y y z z  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 8-23 

设 1 0P P
uuuuur

与平面 π的法向量 ( , , )= A B Cn 的夹角为θ ，则点 0P 到平面 π的距离

d 为 

1 0 cosd P P θ=
uuuuur

 

又由 

1 0

1 0

cos
P P
P P

θ
⋅

=

uuuuur

uuuuur
n
n

 

得 

1 0 0 1 0 1 0 1

2 2 2

( ) ( ) ( )P P A x x B y y C z z
d

A B C

⋅ − + − + −
= =

+ +

uuuuur
n

n
． 

又 1 1 1 1( , , )P x y z 在平面 π上，所以 

1 1 1 0Ax By Cz D+ + + =  
代入上式，得点 0P 到平面 π的距离 
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0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D
d

A B C

+ + +
=

+ +
． 

另外，由点到平面的距离公式可以计算出两平行平面的距离． 
设 平 面 1π 平 行 于 平 面 2π ， 其 方 程 分 别 为 1 0,+ + + =Ax By Cz D  

2 0Ax By Cz D+ + + = ， 0 0 0 0( , , )=M x y z 为平面 1π 上任意一点，则点 0M 到平面 2π 的

距离 d 即为平面 1π 与平面 2π 间的距离 d ，于是 

0 0 0 2

2 2 2

Ax By Cz D
d

A B C

+ + +
=

+ +
． 

又点 { }0 0 0 0, ,M x y z= 在平面 1π 上，故 0 0 0 1 0Ax By Cz D+ + + =  

所以两平行平面 1π , 2π 间的距离
1 2

2 2 2

D D
d

A B C

−
=

+ +
． 

例 8.15  求点 (0, 2,1)M 到平面 2 1 0x y z− + − = 的距离． 

解  由点到平面的距离公式可知
2 2 2

2 0 1 2 1 1 1 6
32 ( 1) 1

d
× − × + × −

= =
+ − +

 ． 

练习题 8.3 

1．求过 (1,2,1)且垂直于两平面 0x y+ = , 5 0y z+ = 的平面方程． 

2．求过点 0 (2,4,0)M 且与直线
2 1 0
3 2 0

x z
y z

+ − =⎧
⎨ − − =⎩

平行的直线方程． 

3．求过点 1(1,2,0)M 、 2 (3,7, 3)−M 且平行于向量 ( 2, 1,1)= − −s 的平面方程． 

4．直线
2 11

2
y zx

λ
+ −

− = = 垂直于平面3 6 3 25 0x y z+ + + = ，求λ ． 

5．求通过直线
1 2 3

2 3 4
x y z− + +

= = 且平行于直线
2
zx y= = 的平面方程． 

6．求点 (1,2,3)到直线
4 3

1 3 2
x y z− −

= =
− −

的距离． 

7．求 k ，使平面 2 9x ky z+ − = 与平面 2 4 3 3x y z+ + = 垂直． 
8．求经过点 (0,2,4) 且与两平面 2 1x z+ = 和 3 2y z− = 平行的直线方程． 

9．将直线方程
0

2 0
x y

x y
+ =⎧

⎨ + =⎩
化成点向式方程．  

10．求过点 (3,1, 2)−P 和直线
1 2:

2 1 3
x y zL − +

= =
−

的平面方程． 

11．求过点 0 (2,1, 1)−P 且在下 x 轴和 y 轴上截距分别为 2 和 1 的平面方程． 
12．求过点 1(3, 2,1)−M 与 2 ( 1,0,2)−M 的直线方程． 
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13．求直线 1
1 3:

1 4 1
x y zL − +

= =
−

与直线 2
1 3:

2 4 1
x y zL − +

= =
−

间的夹角．  

14．求直线
2 3 4:

1 1 2
x y zL − − −

= = 与平面 π : 2 6 0x y z+ + − = 的夹角 ．  

8.4  曲面与曲线 

本节介绍曲面及其方程，研究曲面的形状和特征，着重介绍一些常见的二次

曲面，最后讨论空间曲线及其方程． 

8.4.1  几种常见的曲面及其方程 

空间中的曲面可以看作是按一定规律运动的点的轨迹，由于空间中的点要用

有序三元数组 ( , , )x y z 确定它的位置，因此用于描述空间中点的运动轨迹的方程为

三元方程 ( , , ) 0F x y z = ． 
定义 8.4  在空间直角坐标系O xyz− 中，如果曲面 S 与三元方程 ( , , ) 0F x y z =

满足下列条件： 
（1）曲面 S 上任意点的坐标一定都满足三元方程 ( , , ) 0F x y z = ； 
（2）不在曲面 S 上的点的坐标一定都不满足三元方程 ( , , ) 0F x y z = ． 
则称三元方程 ( , , ) 0F x y z = 为曲面 S 的方程，曲面 S 是三元方程 ( , , ) 0F x y z =

的几何图形． 
1．球面 
在空间直角坐标系中，到一个定点的距离等于定长的点的集合称为球面．定

点称为球心，定长称为球面半径． 
若球心为 0 0 0 0( , , )M x y z ，半径为 R ， ( , , )M x y z 为球面上任意一点，则

0M M R= ，即 
2 2 2 2

0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z z R− + − + − =               （8.12） 

这就是球面方程． 
容易验证，球面上的点都满足方程（8.12），不在球面上的点都不满足方程

（8.12）． 
一 般 地 ， 三 元 二 次 方 程 2 2 2 0x y z Ax By Cz D+ + + + + + = 表 示 球 心 为

, ,
2 2 2
A B C⎛ ⎞− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，半径为 2 2 2 2 2 21 4 ( 4 0)

2
R A B C D A B C D= + + − + + − > 的球面，

该方程称为球面的一般方程． 
2．柱面 
设有一条定曲线C 和定直线 l ，现有一条动直线 L 平行定直线 l ，并沿定曲线

C 平行移动，这条动直线 L 所形成的曲面称为柱面，其中定曲线C 称为柱面的准
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线，动直线 L 称为柱面的母线，如图 8-24 所示． 

 
图 8-24 

这里侧重讨论母线平行于坐标轴的柱面． 
设柱面的准线是 xOy 面上的曲线 : ( , ) 0=C F x y ，母线平行于 z 轴，如图 8-25

所示．对于柱面上任意一点 ( , , )M x y z ，过 M 作与 z 轴平行的直线，交曲线C 于点

1( , ,0)M x y ，由于 1M 在曲线C 上，故坐标 x , y 满足二元方程 ( , ) 0=F x y ，而过一

个不在柱面上的点作与 z 轴平行的直线，则该直线与曲线C 无交点，其坐标自然

也不满足二元方程 ( , ) 0=F x y ，因此，由曲面方程的定义知，二元方程 ( , ) 0=F x y
表示一个以 xOy 面上的曲线 : ( , ) 0=C F x y 为准线，母线平行于 z 轴的柱面．显然，

柱面的形状依赖于准线的形状． 
 
 
 
 
 
 

 

 

图 8-25 

类似地，以 yOz 面上的曲线 ( , ) 0G y z = 为准线，母线平行于 x 轴的柱面方程为

( , ) 0G y z = ，以 zOx 面上的曲线 ( , ) 0H x z = 为准线，母线平行于 y 轴的柱面方程为

( , ) 0H x z = ． 

例如， 2 2z x= 表示以 zOx 上的抛物线 2 2z x= 为准线，母线平行于 y 轴的抛物

柱面；
2 2

2 2 1y z
b c

− = 表示以 yOz 上的双曲线
2 2

2 2 1y z
b c

− = 为准线，母线平行于 x 轴的双

曲柱面；特别地， 1x y+ = 表示准线为 xOy 面上的直线 1x y+ = ，母线平行于 z 轴

的柱面，也即平面． 

z

C

O

1( , ,0)M x y  

( , , )M x y z  

x  

y
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3．旋转曲面 
一条曲线C 绕一条定直线 l 旋转一周所成的曲面称为旋转曲面，曲线C 叫做

旋转曲面的母线，定直线 l 叫做旋转曲面的轴（或旋转轴）． 
我们主要讨论母线是坐标面上的平面曲线，旋转轴是该坐标面上的一条坐标

轴的旋转曲面． 
设旋转曲面 S 的母线是 yOz 面上的平面曲线C ，它的方程为 

( , ) 0
0

=⎧
⎨ =⎩

f y z
x

， 

把此曲线绕 z 轴旋转一周，就得到一个以 z 轴为旋转轴的旋转曲面，如图 8-26
所示． 

 
图 8-26 

设 1 1 1(0, , )M y z 为曲线上任意一点，则有 

1 1( , ) 0=f y z  
当曲线C 绕 z 轴旋转时，点 1M 也绕 z 轴旋转到另一点 ( , , )M x y z ，这时 1z z=

保持不变，且点 M 到 z 轴的距离 d 恒等于 1y ，又 2 2d x y= + ，所以

2 2
1y x y= ± + ，于是 1 1( , ) 0=f y z 即为 

2 2( , ) 0f x y z± + =  
由此可知，曲线C 绕 z 轴旋转所得的旋转曲面方程即为将 ( , ) 0=f y z 中的变量 z

保持不变，将 y 代以 2 2x y± + 所得． 
同理，曲线C 绕 y 轴旋转所得的曲面的方程为 

2 2( , ) 0f y x y± + =  

其他坐标面上的曲线绕该坐标面上的一个坐标轴旋转所成的旋转曲面的方程

也可用此方法得到． 
例 8.16  将 yOz 坐标面的直线 ( 0)z ay a= > 绕 z 轴旋转一周，求所生成的旋转

曲面的方程． 

解  方程 z ay= 中的变量 z 不变， y 代以 2 2x y± + ，得到所生成的旋转曲面
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的方程为 2 2z a x y= ± +  

或 
2 2 2 2( )z a x y= + （图形为圆锥面，如图 8-27 所示）． 

 
图 8-27 

例 8.17  求 yOz 坐标面上的抛物线
2

2

yz
p

= 绕 z 轴旋转一周所生成的旋转曲面

的方程． 

解  方程
2

2

yz
p

= 中的变量 z 不变，y 代以 2 2x y± + ，得到所生成的旋转曲面

的方程为
2 2

2 2

x yz
p p

= +  

或 
2 2

2

1 ( )z x y
p

= + （图形为旋转抛物面，如图 8-28 所示）． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 8-28 

 

x

y

z

2

2
yz
p

=  

O 
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例 8.18  求 yOz 面上的双曲线
2 2

2 2 1y z
a c

− = 分别绕 y 轴、z 轴旋转一周所生成的

旋转曲面的方程． 
解  由平面曲线绕某轴旋转所生成的旋转曲面方程中该坐标所对应的变量不

变，得绕 y 轴旋转所生成的曲面的方程为 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a a c

+ − = （图形为旋转单叶双曲面，如图 8-29 所示）； 

 
图 8-29 

绕 z 轴旋转所生成的旋转曲面的方程为 
2 2 2

2 2 2 1x y z
c a c

− + − = （图形为旋转双叶双曲面，如图 8-30）． 

 
图 8-30 

4．二次曲面 
三元二次方程表示的曲面称为二次曲面．由于平面方程是一次的，所以平面

也称称作一次曲面． 
（1）圆锥面与椭圆锥面 

方程
2 2

2
2 2

x yz
a b

= + （ 0>a , 0b > ,且 a b≠ ）所表示的曲面为椭圆锥面，用垂直
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于 z 轴的平面去截曲面（除 xOy 面外），得到的交线都是椭圆，图形类似于图 8-27，

当 a b= 时，椭圆锥面就是圆锥面． 
（2）椭球面 

方程
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = （ 0a > , 0b > , 0c > 且 a b c≠ ≠ ）所表示的曲面为椭球

面，如图 8-31 所示，用垂直于坐标轴的平面去截椭球面（除端点点外），交线都

是椭圆． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 8-31 

当 a b c= = 时，方程即为球面方程 2 2 2 2x y z a+ + = ，可见，球面是椭球面的

特例． 
（3）双曲面 

方程
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ − = 所表示的曲面称为单叶双曲面，形状类似于图 8-29，用

垂直于 x 轴、 y 轴的平面去截曲面，得到的交线都是双曲线． 

方程
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

− + − = 所表示的曲面称为双叶双曲面，形状类似于图 8-30． 

（4）椭圆抛物面 

方程
2 2x yz

p q
= + （ p , q 同号，且 p q≠ ）所表示的曲面称为椭圆抛物面，其形

状类似于图 8-28，用垂直于 z 轴的平面去截曲面（除端点外），交线都是椭圆． 

8.4.2  空间曲线及其方程 

1．空间曲线的一般式方程 
类似于空间直线，空间曲线可看作某两个曲面的交线，故两个相交曲面

( , , ) 0=F x y z 与 ( , , ) 0=G x y z 确定一条曲线，其方程为 

 
a−

a

O
bb−

c−

c

y

x

z
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( , , ) 0
( , , ) 0

=⎧
⎨ =⎩

F x y z
G x y z

                        （8.13） 

称方程组（8.13）为空间曲线的一般式方程． 
例如，旋转抛物面 2 2z x y= + 与圆柱面 2 2 1x y+ = 的交线方程为 

2 2

2 2 =1

⎧ = +⎪
⎨

+⎪⎩

z x y

x y
 

它表示在平面 1z = 上的单位圆 2 2 1x y+ = ． 

2．空间曲线的参数方程 
类似空间直线的参数方程，空间曲线也可以用参数方程表示． 
一般地，空间曲线的参数方程为 

( )
( ) ( )
( )

x x t
y y t a t
z z t

β
=⎧

⎪ =⎨
⎪ =⎩

≤ ≤                     （8.14） 

对于给定的 0t t= ，对应于曲线上的一点 0 0 0 0( ( ), ( ), ( ))M x t y t z t ，当 t 在 [ ]a β, 上

变化时，点 ( ( ), ( ), ( ))M x t y t z t 也在曲线上变动，且跑遍曲线上所有的点，因此

（8.14）式表示该曲线． 
3．空间曲线在坐标面上的投影 
设空间曲线C 的方程为 

( , , ) 0
( , , ) 0

=⎧
⎨ =⎩

F x y z
G x y z

                         （8.15） 

过曲线C 上每一点作 xOy 面的垂线，这些垂线形成了一个母线平行于 z 轴且

通过曲线C 的柱面，称这个柱面为曲线C 关于 xOy 面的投影柱面．此柱面与 xOy 的

交线称为曲线C 在 xOy 面上的投影（曲线）． 

方程组（8.15）中消去变量 z ，得方程 
 ( , ) 0=H x y                           （8.16） 

它表示母线平行于 z 轴且包含曲线C 的柱面，因此（8.16）式表示曲线C 关

于 xOy 面的投影柱面的方程．于是曲线C 在 xOy 面上的投影方程为 
( , ) 0

0
=⎧

⎨ =⎩

H x y
z

 

同理，从曲线C 的方程（8.15）中消去变量 x 或 y ，得到方程： ( , ) 0R y z = 或

( , ) 0T x z = ，它们分别为曲线C 关于 yOz 面和 zOx 面的投影柱面方程，因此 
( , ) 0

0
=⎧

⎨ =⎩

R y z
x

  和  
( , ) 0

0
=⎧

⎨ =⎩

T x z
y

 

分别是曲线C 在 yOz 面和 zOx 面上的投影（曲线）方程． 
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例 8.19  求曲线Γ ：
2 2 2 2

1
x y z
z

⎧ + + =
⎨

=⎩
关于 xOy 面的投影柱面及投影方程． 

解  方程组
2 2 2 2

1
x y z
z

⎧ + + =
⎨

=⎩
中消去变量 z ，即得曲线Γ 关于 xOy 面的投影柱

面方程 2 2 1x y+ = （图形为圆柱面）． 

于是曲线Γ 在 xOy 面的投影方程为
2 2 1

0
x y
z

⎧ + =
⎨

=⎩
． 

练习题 8.4 

1．求方程 2 2 2 4 2 2 5 0x y z x y z+ + − − + + = 的球心和球面半径． 

2．求曲线
2 2

2 2 1x z
a c

− = 绕 x 轴旋转所得的旋转曲面方程． 

3．求曲线
2 2 2 1

3 0
x y z
x z

⎧ + − =
⎨

− + =⎩
在 xOy 面上的投影柱面方程． 

4．已知一条直径的两个端点为 (2, 3,5)− 和 (4,1, 3)− ，求此球面方程． 

5．指出下列方程在空间直角坐标系下都表示什么曲面？ 

（1）
2 2

2 1
4 9
y zx + + = ；       （2）

2 2

4 9
x y z+ = ；        

（3）
2 2

2 1
4 4
y zx − − = ；      （4）

2
2 2 0

9
zx y+ − = ；        

（5） 2 2 1 0x y− + = ；     （6） 2 2 2 0x y z− + = ． 

习题八 

1．已知 { }1,1, 1= −a , { }1, 1,1= −b ，求 ⋅a b , Pr jab ．  

2．已知 { }2,1, 1= −a , { }1, 1,2= −b ，求 ×a b ．      
3．求过点 ( 2, 2, 2)− − ，点 (1,1, 1)− ，点 (1, 1,2)− 三点的平面方程．   
4．设平面通过点 (5, 7, 4)− ，且在三坐标轴上截距相等，求此平面方程． 

5．将直线 l 的一般方程
2 3 0

3 4 2 0
x y z

x y z
− − + =⎧

⎨ + − − =⎩
化为点向式方程与参数方程．  

6．求过点 (1,2, 1)− ，且与直线
2 4 1

1 3 1
x y z− + +

= =
−

垂直的平面方程． 

7．求过点 (3,0, 1)− ，且与平面3 7 5 12 0x y z− + − = 平行的平面方程．         
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8．已知直线 1L ：
1 2 3

1 0 1
x y z− − −

= =
−

和 2L ：
2 1

2 1 1
x y z+ −

= = ，求过 1L 且平行

于 2L 的平面方程．    
9．求过点 (0,2,4) ，且与两个平面 1π ： 2 1 0x y z+ − − = 和 2π ： 2 1 0x y z+ − + =

都平行的直线方程 ．  

10．求两直线
2 1 0
2 1 0

x y z
x y z

+ + − =⎧
⎨ − + + =⎩

和
1 0

2 1 0
x y z
x y z

− − − =⎧
⎨ − + + =⎩

间的夹角． 

11．求直线
3 0

0
x y z
x y z

+ + =⎧
⎨ − − =⎩

与平面 1 0x y z− − + = 间的夹角．  

12．求点 (1,2,1) 到平面 2 2 10 0x y z+ + − = 的距离 ．  
13．求过点 (1,0, 1)− 且平行于向量 (2,1,1)=a , (1, 1,0)= −b 的平面方程．   
14．求过点 (1,0,0), (0, 1,0)− 和 (0 01), , 的平面． 

15．过点 (-1 2 1)，， ，且平行于直线
2 1 0

2 1 0
x y z
x y z

+ − − =⎧
⎨ + − + =⎩

的直线方程． 

16．求过点 (3, 2,1)− 和点 ( 1,0,2)− 的直线方程．     

17．三元二次方程 2 2 2 4 2 4 0x y z y z+ + − − − = 表示什么图形？ 

18．求球面 2 2 2 1x y z+ + = 和 2 2 2( 1) ( 1) 1x y z+ − + − = 的交线在 xOy 面上的投影

方程． 
19．下列方程在平面解析几何和空间解析几何中分别表示什么图形？ 

（1） 2x = ；            （2）
5 1 0
2 3 0

y x
y x

− + =⎧
⎨ + − =⎩

； 

（3） 2 2 1x y+ = ． 

 


